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Введение 
Изучение многих задач по газовой динамике, теории упругости, теории пластин и 

оболочек приводится к рассмотрению в дифференциальных уравнениях в частных 
производных высоких порядков. С точки зрение физических приложению приставляют 
большой интерес и дифференциальные уравнения четвертого порядка (см. [1]-[4]). Книга 
Джураева Т.Д., Сопуева А. [5] посвящена классификаций дифференциальных уравнений в 
частных производных четвертого порядка и решению краевых задач, для таких 
уравнений. В работах [6]-[11] изучены ряд корректных краевых задач для уравнения 
третьего порядка с кратными характеристиками. 

В работе [12], Аманов Д. и Мурзамбетова М.Б. рассмотрели задачу с краевыми 
условиями для неоднородного уравнения четвертого порядка с кратными 
характеристиками с одним младшим членом. 

Иргашев Б. Ю. [13] изучал краевую задачу для уравнения высокого порядка с 
кратными характеристиками методом построения функции Грина. 

Постановка задачи 
Рассмотрим следующее уравнение четвертого порядка вида 

1 2 3 4 5 0,xxxx yy xxx xx x yU U AU A U AU A U AU− + + + + + =  

где , 1,5iA R i = . Заменой  

( ) ( ) 1 4, , ,
4 2

exp
A A

U x y u x y x y
 

= − + 
 

 

это уравнения можно привести к уравнению  

1 2 3 0,xxxx xx x yyu a u a u a u u+ + + − =     (1) 

где  

2

1
1 2

3

8

A
a A= − , 

3

1 1 2
2 3

8 2

A A A
a A= + − , 

2 4 2

1 31 2 1 4
3 5

3

16 256 4 4

A AA A A A
a A= − − + + . 

Для уравнения (1) в области ( ) , : 0 , 0x y x p y q=      ставится следующая 

задача. 

Задача A . Найти функцию ( ),u x y  из класса ( )4,2 3,1

, ,( )x y x yС C   , удовлетворяющую 

в области   уравнению (1) и следующим краевым условиям:  

( ) ( ),0 0, , 0, 0 ,u x u x q x p= =    
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 40, , , , 0, , , , 0 ,xx xxu y y u p y y u y y u p y y y q   = = = =    

где ( )  3 0, , 1,4i y C q i  =  заданные функции, причем 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, 1,4.i i i iq q i    = = = = =  

В работах [14]-[25] изучены разнообразные краевые задачи и задачи для 
неоднородного уравнение (1), когда все коэффициенты постоянные и переменные. 

Построение функции Грина 
В этом тезисе мы подробно представляем процесс построения функции Грина для 

задачи 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4
0,

0 0 0,

n n n

n n n n

V x V x

V V p V V p

 + =


 = = = =

    (2) 

которая используется для решения поставленной задачи. 

Функция Грина ( ),nG x  , задачи (2), должна удовлетворять следующему 

уравнению и условиям: 

( )
( )

4

34

,
, 0

n

n n

G x
a G x

x





+ =


     (3) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20, , 0, , 0n n nxx nxxG G p G G p   = = = =    (4) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1

2 1 2 1

, , 0; , , 0

, , 0; , , 1

n n nx nx

nxx nxx nxxx nxxx

G G G G

G G G G

       

       

− = − =

− = − =
   (5) 

Сформулируем и решим характеристическое уравнение уравнения (3) по x . 

( )4 4

4

4
1

4
2

4
3

4
4

0, cos sin ,

2 2
cos sin , 0,1,2,3,

4 4

cos sin ,
4 4

7 7
cos sin ,

4 4

3 3
cos sin ,

4 4

5 5
cos sin

4 4

n n n

n

n n n

n n n

n n n

n

k k i

z z
k i z

k i i

k i i

k i i

k i

    

   


 
  

 
  

 
  

 


+ =  = − = +

+ + 
= + = 

 

 
= + = + 

 

 
= + = − 

 

 
= + = − + 

 

 
= + = − 

 
,n ni −

 

где 4
2

.
2

n n =  Общее решение уравнение (3) имеет вид 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

3 4

, cos cos

sin sin .

n n n n n

n n n n

G x C x ch x C x sh x

C x ch x C x sh x

      

     

= + +

+ +
 

Ищем функции Грина в следующем виде: 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1 1 2

3 4

2 1

2

3

4

, cos cos

sin sin , 0 ,

, cos
,

cos

sin

sin , .

n n n n n

n n n n

n n n

n

n n

n n

n n

G x C x ch x C x sh x

C x ch x C x sh x x

G x D x p ch x p
G x

D x p sh x p

D x p ch x p

D x p sh x p x p

      

      

   


  

  

   

 = + +

+ +  


= − − +
= 

+ − − +

+ − − +
+ − −  

  (6) 

Находим производные 2-го порядка по переменной x : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1 22

3 4

sin sin
2

cos cos ,

nxx
n n n n

n

n n n n

G
C x sh x C x ch x

C x sh x C x ch x

   


   

= − − +

+ +

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1 22

3 4

sin sin
2

cos cos .

nxx
n n n n

n

n n n n

G
D x p sh x p D x p ch x p

D x p sh x p D x p ch x p

   


   

= − − − − − − +

+ − − + − −

 

Поставим в условия (4). 

( )1 10, 0nG C = = ;  ( )1 40, 0nxxG C = = ; ( )2 1, 0nG p D = = ; 

( )2 4, 0nxxG p D = = . 

Тогда функция Грина имеет следующий вид: 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 2 3

2 2

3

, cos sin , 0 ;

, , cos

sin , .

n n n n n

n n n n

n n

G x C x sh x C x ch x x

G x G x D x p sh x p

D x p ch x p x p

     

   

  

 = +  


= = − − +

+ − −  

 

Находим производные до 3-го порядка по переменной x : 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2

3

sin cos

cos sin

nx n n n n n

n n n n n

G C x sh x x ch x

C x ch x x sh x

    

    

= − − +

+ +
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2 2

3

sin cos

cos sin

nx n n n n n

n n n n n

G D x p sh x p x p ch x p

D x p ch x p x p sh x p

    

    

= − − − − − − +

+ − − + − −
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 32 sin 2 cosnxx n n n n n nG C x ch x C x sh x     = − +  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2

2 2 32 sin 2 cosnxx n n n n n nG D x p ch x p D x p sh x p     = − − − + − −  
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

3

1 2

3

3

2 cos sin

2 sin cos

nxxx n n n n n

n n n n n

G C x ch x x sh x

C x sh x x ch x

    

    

= − + +

+ − +
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

3

2 2

3

3

2 cos sin

2 sin cos

nxxx n n n n n

n n n n n

G D x p ch x p x p sh x p

D x p sh x p x p ch x p

    

    

= − − − + − − +

+ − − − + − −
 

Подставив в условия (5), получим следующую систему уравнений: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 3

2 3

2

3

2

3

2

cos sin

cos sin 0;

sin cos

cos sin

sin cos

cos sin 0;

sin

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n

D p sh p D p ch p

C sh C ch

D p sh p p ch p

D p ch p p sh p

C sh ch

C ch sh

D

       

       

       

       

       

       



− − + − − −

− − =

− − − − − − +

+ − − + − −

+ − −

− + =

− ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

3

2 3

2

3

2

3 3

cos

sin cos 0;

cos sin

sin cos

cos sin

1
sin cos .

2

n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n

p ch p D p sh p

C ch C sh

D p ch p p sh p

D p sh p p ch p

C ch sh

C sh ch

      

       

       

       

       

       










 − − + − − +

+ − =

− − − + − − +

+ − − − + − − +

+ + −

− − + =




















 

Вычисляем главный определитель 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

,

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

 =  

( )( ) ( )( )11 cos ,n na p sh p   = − −  ( )( ) ( )( )12 sin ,n na p ch p   = − −  

( ) ( )13 cos ,n na sh   = −   ( ) ( )14 sin ,n na ch   = −  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )21 cos sin ,n n n na p ch p p sh p       = − − − − −  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )22 cos sin ,n n n na p ch p p sh p       = − − + − −  

( ) ( ) ( ) ( )23 sin cos ,n n n na sh ch       = −   

( ) ( ) ( ) ( )24 c sin ,os n n n na ch sh       = − −  
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( )( ) ( )( )31 sin ,n na p ch p   = − − −  ( )( ) ( )( )32 cos ,n na p sh p   = − −  

( ) ( )33 sin ,n na ch   =   ( ) ( )34 cos ,n na sh   = −  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )41 cos sin ,n n n na p ch p p sh p       = − − − − − −  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )42 cos sin ,n n n na p ch p p sh p       = − − − − −  

( ) ( ) ( ) ( )43 cos sin ,n n n na ch sh       = +   

( ) ( ) ( ) ( )44 sin cos ,n n n na sh ch       = −  

( ) ( )cos 2 2 .n np ch p  = −  

Определитель запишем в следующем виде: 
2

,n p
e


 = −   

где 

( )
4

21
cos 2 .

2

n

n

p
p

n

e
p e




−
−+

 = −  

Предположим 

( )
4

21
cos 2 0,

2

n

n

p
p

n

e
p e




−
−+

 = − =  

и имеем 

( ) 2 2
2cos 2 .n np p

n p e e
  −

= +  

Но система неравенств 

( )

2 2
2,

2cos 2 2,

n np p

n

e e

p

 



− + 




 

не имеет решения. Отсюда 0  , и так 0  . 
С помощью формулы Крамера находим все коэффициенты: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
2 3

cos cos sin

2 sin cos

1

sin

n n n n n n

n n n n n n n

p sh p p sh p p ch p
C

p ch p p sh p p ch p

         

          

 − − − − − +
 =
 + − − + − −
 

, 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
3 3

sin cos sin1

2 cos cos sin

n n n n n n

n n n n n n n

p ch p p sh p p ch p
C

p sh p p sh p p ch p

         

          

 − − − − − −
 =
 − − − + − −
 

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 3

cos cos sin

2 sin cos si

1

n

n n n n n n

n n n n n n n

p sh p sh ch
D

p ch p sh ch

         

          

 − +
 =
 


 + + 

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
3 3

sin cos sin1

2 cos cos sin

n n n n n n

n n n n n n n

p ch p sh ch
D

p sh p sh ch

         

          

 − −
 =
 


 − + 

. 

Мы нашли функция Грина в следующим виде: 
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( )
( )

( )

1

2

, , 0 ,
,

, , ,

n

n

n

G x x
G x

G x x p

 


 

  
= 

 

 

где 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )(

( )( ) ( )( )) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )(

( )( ) ( )( )) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

3

1 cos cos
2

sin sin

cos sin

sin cos

sin cos

cos si

1
,

c

n

os

n n n n
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Заключение. 
При решении задачи A , после разделения переменных получаются две задачи для 

переменных x  и y . Для переменной y  находятся собственные функции. А для 

переменной x  задача решается с использованием функции Грина, что приводит к 
интегральному уравнению Фредгольма второго рода. Решив это уравнение, можно 
единственным образом найти решение задачи A .  
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